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1 Exercices d’approfondissement

1.1 Les fractions

Exercice 1. Simplifier les expressions suivantes :

1)
) 6 12 | 36
7 54 ' F+ %
2)
13 _ 73 31 16 5432
20 ~ 216 (21 +35% )20 16 17 (8+4)3
691 ) ) 17 3
woes  (15+3%) % a2 (8+3)n
Exercice 2. Simplifier les fractions suivantes :
2+2
1) a 3 a
2+ b
2) a5aa
2_8ab
3) 2OL4CLb8a

—3 —2 2z—1 .
1) 552 4+ 555 + =5

—3 -2 2x—1
2) 5 + £ 3~ 15
1 422
3) 14z R el
2a 3z 3az—a?
4) T+7+ P

Exercice 4. En physique, on est amené en électricité, pour les circuits en dérivation, & manipuler des
fractions lorsque 'on déterminer des résistances totales. Si I'on a deux résistances en dérivation R; et
Rs, la résistance totale R (exprimée en Ohm (symbole ) sera déterminée par la formule :
1 N 1
R R R
1) Calculer littéralement la résistance R en fonction de R; et Ry ;

2) Calculer littéralement la résistance R; en fonction de Rs et R;

Exercice 5. On considére maintenant trois résistances Ry, Ro et Rg. La formule permettant de
calculer R la résistance totale devient :

11,11
R Ry Ry Rj
1) Calculer littéralement la résistance R en fonction de Ry, Ra, R3;
2) On donne Ry = 10 kQ, Ry = 12,1 kQ, R3 = 51,2 kQ. Calculez numériquement R ;
3) Calculez littéralement la résistance R; en fonction de R, Ra, R3.
4) On donne R = 20 k€, Ry = 12,1 kQ, R3 = 51,2 kQ. Calculez numériquement R; ;
5) Calculez littéralement la résistance Ry en fonction de R, Ry, Rs.
)

6) On donne R = 150 m$2, Ry = 12,1 mf), Ry = 31,6 m2. Calculez numériquement Rj ;
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Exercice 6. On considere un circuit en dérivation avec 5 résistances Ry, Ro, R3, R4, R5 en dérivation.
1) Pourriez vous trouver rapidement une expression permettant de déterminer R la résistance totale
du circuit ?

2) Pourriez vous généraliser avec n résistances branchées en dérivation ?

Exercice 7. Calculez suivant les cas les grandeurs inconnues grace a la formule de conjugaison d’op-

tique :
1 11

A0 A0 [

1) On donne AO = -3 m, f’ = 1 m, calculer littéralement A’O puis numériquement ;

2) Calculer littéralement, puis numériquement AQ, sachant que A’O =2 m, f' = 1,5 m;

3) Calculer f’ littéralement puis numérique, sachant que A’O = 3 m, AO = -2 m;

1.2 Développer, factoriser

Exercice 8. Développer les expressions suivantes :
1) 2z(2® +x —1);
2) (x+1)(z+2);
3) (27 +4)(2? — 12);
4) 2(2+x +2?);
5) (a+b)(a—0).

Exercice 9. Factoriser les expressions suivantes :
1) 2zy + x;
2) 5% — 6,

3) 1223 + 8x;

4) ax® + ba® + cx.

Exercice 10. Réécrire les expressions suivantes différemment :
1) (z+5)%=
2) (20 —3)? =
3) 224102z + 25 =
4) 22 -6z +9 =
5) (x —12)(z+12) =
6) v —16 =

Exercice 11.
1) Vérifier I'identité : (a +b—c)(a+b+c) = (a+b)? —
2) Utiliser cette identité pour calculer (v/2 + v/3 — v/5)(v/2 + V3 + V/5).

Exercice 12. Résoudre les équations suivantes :

1) 42 +6=12+9,
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)
)
)
) (z+3)% - (x — 3)? = 6z + 18,
6) (2z+3)% — (22 — 3)% = 18z + 30,
)
)
)
)

Tz—1  z+l ~ Ta—1
(x—=3)(x—=5)=(z—2)— (x —6).

Exercice 13. Trouver z et y tel que 22 — 4?2 =77 et o —y = 11.
Exercice 14. Résoudre les systemes

1) 10z +9y—-30 =0
Hz+10y+15 =0’

) dr—3y =14
Tx+5y =45
2z — 5y

3) {3 4
8r—3y =12

Exercice 15. On considere une solution diluée d’un sirop de menthe. La cuve d’analyse mesure [ =
1,5 cm La loi de Beer-Lambert s’applique :

A=exIxC

On détermine expérimentalement A et €. Calculez la concentration C de la solution, littéralement puis
numériquement, sachant que 'on a A = 0,31, et e = 0,2 em™ ' - mol™' - L;
Exercice 16. Un objet est lancé en 'air. Sa trajectoire a pour équation :
1 2
y:_§XgXt +v Xt
Déterminer littéralement le temps ¢ au bout duquel I'objet retombe sur le sol (et donc pour lequel y=

0m)

Exercice 17. On connait le volume V et la longueur L d’un cylindre. Déterminez son rayon R en
fonction de V' et L.

Exercice 18. On connait le volume V d’une sphere : donnez une expression littérale de son rayon R.

Exercice 19. On considere un ballon sphérique de rayon R remplie d’un gaz parfait d’équation d’état :
PxV=nxRxT

Exprimer le rayon R en fonction de P, n, R et T, sachant que V est le volume du gaz dans le ballon.
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Exercice 20. Le périmetre d’'un rectangle est représenté par 2a. Si 'on augmente la longueur de 8
metres la largeur de 5 metres, la surface augmente de 180 metres carrés.

1) Calculer la longueur et la largeur si 2a = 44 meétres.
2) Exprimer ces dimensions en laissant le périmetre représenté par 2a.

3) Quelles sont la plus petite et la plus grande valeur qu’on peut donner au nombre a pour le
probléme soit possible ?

Exercice 21. On veut planter 324 arbustes sur un terrain rectangulaire ABCD, de longueur 140
metres et de largeur 32 metres. Ces arbustes doivent former des rangées équidistantes paralléles a
AB, la premiere rangée étant sur AB et la derniere sur CD. Ils doivent aussi former des rangées
équidistantes paralleles a BC, la premiere étant sur BC, et la derniere sur AD. Trouver quelle doit
étre la distance de deux rangées consécutives sachant que cette distance est la méme pour les rangées
paralleles & AB que pour les rangées paralleles a BC.

Exercice 22. Trouver cinq nombres entiers consécutifs sachant que la somme des carrés des quatre
premiers nombres est égale a 42 fois le cinquieme.
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2 Exercices d’approfondissement (corrigé)
2.1 Les fractions
Exercice 1. Simplifions les expressions suivantes :
1)
(2+2)3_2x5+2><7x3_,4><63_18_ 24+3 267 R
754 7x5 4 3 A 35 16 327 L2436 45
2)
13 73 8 1 3 141 16 5 3\ 2 11
% 36 _, (Cir+3%)en _mo 25239 16 3 150 (R+)5 1 _ 15
691 b 3 1y 36 41 V4 = 6 8 = o =
25056 (15 +3%) &5 175 9020 A4 5l (§+5)11  Fx11 376
Exercice 2. Simplifions les fractions suivantes :
a’4+2a _ a+2
1) 5 =557
2tab _ atb
2) St =%
2a%2—8ab __ a—4b
3) =
Exercice 3. Additionner, réduire et simplifier s’il y a lieu :
-3 —2 | 22—1 _ 32-945x—1042z—1 _ 102-20 _ 2z—4 .
1) 2455+ S == S ot Tl Sl
z—3 z—2 22—1 _ 32z—945z—10—2x+1 __ 6z—18 _ 2x—6 .
2) Hr AT = 5 =" =5
3) A 41 422 l—az4l4x  42®  _ 2(142%) 42> 24222422 _ 2-222 _
1+ 1-z 1-z4 = 1-22 12—(22)2 = (1—22)(1+z22) (1—2?)(1+22) — 1—a* - 12t T

2(1—2?) 2 |
(1—22)(1+x2) — 14z2>

2 3 3ax—2> _ 2a(a—2x 3z(atzx 3ax—x2 _ 2a%°—2az+3azx+3x’+3ax—2? _ 2a’+daxt2z?
4) a + ﬁ + ar—I ( )_|_ ( )_|_ axr—I — a axr ;142$_x233 axr—I — a a2i.’17w2 X

ata a?—z2 T a?—z? a’—z? a?—z2
2(a+z)?  _ 2(atx)
(atz)(a—z) — a—zx °

(on remarquera qu'il faut connaitre ses identités remarquables...).

Exercice 4. En physique, on est amené en électricité, pour les circuits en dérivation, & manipuler des
fractions lorsque 'on déterminer des résistances totales. Si I’on a deux résistances en dérivation Rp et
Rs, la résistance totale R (exprimée en Ohm (symbole ) sera déterminée par la formule :

11,1
R R Ry

1) On calcule littéralement la résistance R en mettant au méme dénominateur la fraction. On

obtient donc :

1 Ri+Ry
R - R1 X R2
On prends ensuite I'inverse de 1’égalité, ce qui permet d’avoir R :
Ri xR
R= 172
R+ Ra

Calculer littéralement la résistance R en fonction de Ry et Rs;
2) On isole d’abord R% :
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On met sur le méme dénominateur :

i _ R—-Ry
R1 N R2 X R
On inverse la fraction :
Ry — RQ X R
""" R-R,

Exercice 5. On considére maintenant trois résistances Ry, R et R3. La formule permettant de
calculer R la résistance totale devient :

11 11
R Ry + Ry + R3
1) Pour calculer la résistance R, il suffit de réduire les trois fractions au méme dénominateur, ici
Ry x Ry x Rs. 1l faudra, par ailleurs, multiplier chaque numérateur par la partie manquant dans
le dénominateur. Par exemple pour la fraction suivante : R%? il faudra multiplier le numérateur
et le dénominateur par Ry x R3. On obtient alors :

l_ RQXR3 R1><R3 R1><R2
R_Rlngng R1><R2><R3 R1><R2><R3

Ce qui se ramene donc a :

1 _R1XR3+R2XR3+R1XR2

R R1XR2XR3

On prends ensuite I'inverse de 1’égalité, ce qui permet d’avoir R :

j Ry x Ry X R3
7R1><R3—|-R2><R3+R1XR2

2) On donne Ry = 10 kQ, Ry = 12,1 kQ, R3 = 51,2 k2. On calcule numériquement R= 4.94 k2 ;

3) On isole R% :

Ri R Ry Rs
On refait exactement comme a la question précédente (aux signes pres).

1 _RgXRg—RXRg—RXRQ

Ry RXRQXRg

Soit en inversant la fraction :

R x Ry X Rs3

R:
' RyxR3;—RxR;—Rx Ry

4) On donne R = 20 k€, Ry = 12,1 kQ, R3 = 51,2 k2. On calcule R;=32,8 k;

5) Pour déterminer Ry, il suffit de refaire comme précédemment, ou encore de remarquer que Ry et
R jouent un role symétrique. Il suffit alors de permuter Ry et Ry dans I'expression précédente :

B RXR1XR3
_R1XR3*RXR3*RXR1

Ry

Exercice 6. On considere un circuit en dérivation avec 5 résistances Ry, Ro, R3, R4, R5 en dérivation.
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1) On a observé une régularité dans le précédent exercice : le dénominateur est le produit des
résistances, et le numérateur est la somme des produits partiels des résistances. FEn effet, si 'on
considere par exemple R%, lorsque l'on fait la mise sur le méme dénominateur, cette fraction

devient :

RQXRQXRgXR4XR5
R1XR2XR2XR3XR4XR5
Au numérateur, on a donc le produit de toutes les résistances, sauf celle au dénominateur : cela
est vrai pour toutes les fractions. On a donc :

1 _RzXRgXR4><R5+R1XRQXR4><R5+R1XRQXRgXR5+R1XR2XR3XR4

R Ry x Ry x R3 x R4y X Rj5

On inverse ensuite la fraction et l'on a :

Ri x Ry x R3 x Ry x Ry

R=
RoXxR3Xx Ry X Ry + Ry X Ro X Ry X Rs + R1 X Ro X R3 X R5 + R1 X Ro X R3 X Ry

2) La généralisation est immédiate. Pour obtenir R, on a une fraction dont le dénominateur est le
produit des résistances R; avec ¢ un indice tel que ¢ € {1,--- ,n}, et le dénominateur la somme
des produit de tout les produits partiels de résistances possibles.

Rix - Ry x- -+ xRy,
Rox- - XRy+Ri XxRgx - xRy+-4+R X+ XR_1XRiy1 X XRy+-+R X xRy

R =

Exercice 7. Calculez suivant les cas les grandeurs inconnues grace a la formule de conjugaison d’op-

tique :
111
A0 A0 f
. ]_ .
1) On isole =5
L1 1
A0 f A0
On met sur le méme dénominateur le second membre :
1 f'+AO
A0 A0 [f
On inverse la fraction et I'on a : o
—~ A0 x [
~ff+ A0

Numériquement on trouve A’/O= 1,5 m

2) On isole cette fois ¢i AO et 1'on refait comme précédement :

1 f—AO
A0 A0 x [
En inversant cette fraction on a : )
/
10 YOS
ff—AO
Numériquement on trouve AO= —4 m.
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3) On isole f’. On a alors :

i1 1
A0 A0
On met au méme dénominateur : L
i B AO — A0
' A0 x A0
On inverse la fraction et ’'on trouve :
- AO x A'O
AO — A0

Numériquement on trouve f'= 1,2 m.

2.2 Développer, factoriser

Exercice 8. Développer les expressions suivantes :
1) 2z(z + 2 —1) = 22* + 222 — 22
2) (x+1)(z+2) =22+ 3z +2;
3) (2z +4)(2? — 12) = 223 + 42? — 242 — 48;
4) (2 +x+ 22) =22 + 2% + 23;
5) (a+b)(a—0b)=a®—b%

Exercice 9. Factoriser les expressions suivantes :
1) 2zy+z =22y +1);
2) 522 — 6 = x(5x — 6),
3) 1223 + 8z = 4x(32% + 2);
4) az® + br?® + cx = x(ax® + bz +c).

Exercice 10. Réécrire les expressions suivantes différemment :

1) (z+5)? =22+ 10z + 25,

2) (2z —3)? = 42? — 122 + 9,
3) 22 + 10z + 25 = (z + 5)2,

4) 2 —6x+9 = (z — 3)%,

5) (z —12)(x + 12) = 2% — 144,
6) 22— 16 = (z — 4) (v + 4).

Exercice 11.

1) De l'identité remarquable (a+b)(a—b) = a® —b%, on déduit (a +b—c)(a+b+c) =

2) De la précédente identité, on déduit que

(a+b)2—

(V2+V3—VB)(V2+V3+V5) = (V2+V3) =5 =2+2V2x V3+3-5=2V6

Exercice 12. Résoudre les équations suivantes :
)dz+6=2+9 <+ 3r=3 <= =z

) z—Er =28 — (1-i1-lp=3-1 «—

=
ot
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3) 2x=% < 15=2r-1U <= z=3%,

4) 31— =18 = 392-13=400-20 <= =T,

5) (z+3)?2 - (r—-3)2=62+18 <<= 120=6x+18 <= 62=18 <= z=3,

6) (224+3)2-(22-3)2=182+30 <= 24z =182+30 <= 6x=30 <= z=05,

)2l =3 = 8r-4=3r+3 = br=7 < ax=1L,

8) =l —9 4 . = dr—1=S8r—4+22 (g 1)(z—1)= 8z —4)(z -
1)+42% - 2r <= 422 -5z +1=82x>—-12r+4+42? -2z <= 8r2-92+3=0,
on note que le discriminant (—9)2 — 4 x 8 x 3 = —15 est négatif, d’ot1 il n’y a pas de solution.

9 gy =y = T(@+1)-2(Tz—1) =241 <+ —8z+8=0 <+ =z=1,

10) (z—3)(z—5)=(z—2)—(x—6) <= 22—8x+11 =0, le discriminant est 64 —4 x 11 = 20,

d’ou les solutions sont 8%7‘/5 =4++5et4—/5.

Exercice 13. Trouver z et y tel que 22 — 3?2 =77 et o — y = 11.
De la deuxieme équation, on déduit que x = 11+, ainsi si ’on remplace x par 11+ y dans le premiere

équation, on a

(1149?12 =77 = 22y=T7T—-121=—-44 <= y=-2
et donc x =11 —-2=09.
Exercice 14. Résoudre les systemes
1)
102 +9y—-30 =0
1z +10y+15 =0
A la seconde équation retranchons la premiere :
10 —30 = y— _ag —
v+0y—=30 =0 [10(-y—45)+9y—30 =0
x+y+45 =0 T =—y—45
—y—480 =0 y = —480
= =
x =—y—45 x = —(—480) — 45 =435
2)
dr—3y =14 T — 1413?; z _ 1413_1,
= =
Tw+5y =45 THEN 4 5y =45 Ay =457 =4
r = Mty p o= 132 5
= _aa_y, = B
y =ma X2 = y =
3)
. 51 _ 15 _ 15
{23 =3 = {:1315 =5 — {x =%
8z —3y =12 810 3y =12y =12 y =1

Exercice 15. La concentration est, en isolant C et en regroupant les termes connus :

A
exl

On obtient C' = 1,03 mol - L™!

10
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Exercice 16. Un objet est lancé en ’air. Sa trajectoire a pour équation :
1 2
y:—§><g><t +v Xt
Puisque lorsqu’il retombe au sol y = 0, on a :
1 2
—§><g><t +oxt=0

Soit donce

1>< x t2 X t
L —
9 g

Le temps de chute est différent de 0, car le cas t = 0 n’est pas physiquement pertinent. Comme ¢ # 0,
on peut simplifier par ¢ dans cette égalité.

On isole alors ¢, ce qui nous donne alors :

Exercice 17. On connait le volume V et la longueur L d’un cylindre. Déterminons son rayon R en
fonction de V et L. La formule donnant le volume d’un cylindre en fonction de sa longueur L et de
son rayon R est :

V=rxR*xL

On isole RZ. On obtient alors :

e
T XL
Le second membre de 1’égalité étant positif, car le volume V', la longueur L et le nombre 7 sont positifs,
on a alors, en prenant la racine :
v
T x L

R =

Exercice 18. On connait le volume V d’une sphere : donnons une expression littérale de son rayon

R. Le volume d’une sphere s’écrit :
A xmx R3

v 3

On isole R3 :

3IxV
3 _
R 4 xT

Le second membre de ’égalité étant positif, on peut en prendre la racine cubique.

I3xV
_ 3
f= <4X7T>

Remarque : on peut écrire la précédente relation de la maniere suivante :

1
3xV\s3
R_<4><7r)

11
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Exercice 19. On consideére un ballon sphérique de rayon R remplie d’un gaz parfait d’équation d’état :
PxV=nxRxT

Remarque : la notation du rayon donnée était tres maladroite, puisque ’on pouvait confondre le
rayon R, avec la constante des gaz parfait R.
On notera donc dans la correction, le rayon du ballon . On a donc en remplacant le volume V par
son expression en fonction du rayon r :

4 x 3

PxTzanxT

On isole encore 73 :
3 NXRxTx3
ne 4xm
On a la encore des grandeurs positives dans le second membre. On peut donc prendre la racine cubique
et l'on trouve :

(anxTx?))é
’]": —_—
4 X1

Exercice 20. Le périmetre d’'un rectangle est représenté par 2a. Si I’on augmente la longueur de 8
metres la largeur de 5 metres, la surface augmente de 180 metres carrés.

1) Si2a = 44 metres. Notons L la longueur et [ la largeur, alors le périmetre est égal a 2a = 2(L+-1)
(soit L =a —1=22—1) et 'aire du rectangle dont la longueur est augmenté de 8 et la largeur
de 5 metres est 180 + LI = (L + 8)(I + 5). Cette derniére équation est équivalente a

180 + LI = LI + 5L + 81 4 40
140 — 5L — 81 =0

140 —5(22 —1) —81=30—31=0
=10

111

D’ou la largeur est [ = 10 metres et la longueur est L = 22 — [ = 12 metres.

2) Exprimer ces dimensions en laissant le périmetre représenté par 2a : De la méme maniere que
précédemment, on a

140 —5(a—1) — 81 =0
<~ 140—-5a—-3l=0

I 140 — ba

N 3

_ ,, _ 140—5a __ 8a—140
et L=a 3o =Sy

3) Quelles sont la plus petite et la plus grande valeur qu’on peut donner au nombre a pour le
probleme soit possible ?
Pour que le probleme géométrique est un sens, il faut et il suffit que a appartienne a I'intervalle
[17.5; 28).

Exercice 21. On veut planter 324 arbustes sur un terrain rectangulaire ABCD, de longueur 140
metres et de largeur 32 metres. Ces arbustes doivent former des rangées équidistantes paralleles a AB,
la premiere rangée étant sur AB et la derniére sur CD. Ils doivent aussi former des rangées équidis-
tantes paralleles a BC, la premiere étant sur BC, et la derniere sur AD. Trouver quelle doit étre la
distance de deux rangées consécutives sachant que cette distance est la méme pour les rangées paral-
leles & AB que pour les rangées paralleles & BC.

12
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A B

Notons d la distance entre les rangées. Alors, le nombre d’arbuste sur le coté AB est % +1 et le nombre

d’arbuste sur le c6té AC est 32 + 1. Le nombre d’arbustes total est égal & (132 + 1)(22 + 1) = 324.
Cette derniere équation est équivalente a

(140 + d)(32 + d) = 324d”
4480 + 172d + d* = 324d>
< 323d%> — 172d — 4480 = 0

Le discriminant est 5817744 = 24122 et les solutions de cette équation du second degré sont :

172 2412 _ 1120 172 + 2412
= = e = — =
! 2 % 323 323 2 2 % 323

D’ou la distance entre les arbustes est de 4 metres.

Exercice 22. Trouver cinq nombres entiers consécutifs sachant que la somme des carrés des quatre
premiers nombres est égale a 42 fois le cinquieme.

Notons x le premier nombre, les 4 suivants sont z + 1, x + 2, z + 3 et  + 4. La condition se réécrit
formellement ainsi :

2?4+ (z+ 12+ (2 +2)%+ (2 +3)2 =42(z + 4)
— 22422 +2+1+2>+4r+4+2°+6x+9 =42z + 168
— 422 -30x—154=0

Le discriminant est 900 — 4 x 4 x (—154) = 3364 = 582 et

3058 -7

30 + 58
€T = et X9 = =

8 2 8

11

Ainsi, les nombres consécutifs 11, 12, 13, 14 et 15 sont tels que la somme des carrés des quatre premiers
nombres est égale & 42 fois le cinquieme.

13
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3 Résolution d’équations

3.1 Systemes linéaires

Exercice 1. Résoudre les systéemes suivants :

1 =12
1) {x+ Y

Sr+3 =4y

or—Ty =2

20 +9y =-—11"

r—4y =m ) )
, ou m est un nombre réel fixé.

mr+Ty =1

Exercice 2. Trouver une fraction dont la valeur ne change pas quand on ajoute simultanément 15 au
numérateur et 18 au dénominateur, et qui devient trois plus grande quand on ajoute 55 au numérateur
et 6 au dénominateur.

Exercice 3. Deux vases A et B, de méme poids, contiennent des quantités d’eau différentes. B contient
50 grammes d’eau de plus que A et son poids total est les % du poids total de A. Si 'on vidait le
contenu de B dans A, ce dernier peserait alors 8 fois plus que B vide. Quel est le poids de chaque vase,
et celui de '’eau qu’il contenait primitivement.

3.2 Equation du second degré

Exercice 4. Résoudre les équations suivantes :
1) 22 =Tz +6 =0;

2) (z—3)%2-16 =0;

3) 22— 102+ 16 =0;

4) 22 -3z —-1=0;

5) 2022 — 292 +5=0;

6) (z—1)(2z+1)+2=4(z —1)%;
)

7 (z+9)?2=2x+7)2%-17.

Exercice 5. Résoudre les systemes de deux équations a deux inconnues, en substituant, dans la
seconde équation, la valeur d’une inconnue tirée de la premiere.

1) {x—i—y =35

22— zy =12’
20 —y =38
2) Y o e o
i+ —y° =26
T+y =37
3 .
){xz—gf =37

Exercice 6. Un bateau a moteur dont la vitesse en eau tranquille est de 40 kilomeétres a I’heure
parcourt sur un fleuve une distance de 50 kilometres et revient ensuite a son point de départ. On
constate que la durée totale de son trajet dépasse de 10 minutes celle que I'on avait prévue d’apres la
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vitesse en eau tranquille. Quelle est la vitesse du courant du fleuve ?
(On admet que la vitesse propre du bateau et celle du courant s’ajoutent a la descente et se retranchent
a la montée.)

Exercice 7 (*). Calculer les c6tés d'un rectangle d’aire maximum inscrit dans un cercle de rayon 1.

Exercice 8.

1) Soit P(x) = 22 + bz + ¢ un polynéme (unitaire) de degré deux. Supposons que P(z) admet deux
racines r1 et x9. A 'aide de la forme factorisée, montrer qu’on a :

1 +x9 = -b
T X9 =cC

2) Trouver deux nombres connaissant leur somme S et leur produit P :

a)
b)

S =15 P =56;
S =22 P=5

Exercice 9 (Méthode de Cardan). Considérons ’équation du troisieme degré suivante :

2* — 1224+ 16 =0 (E)

1) On se donne xg une solution de ’équation. Soit u, v deux nombres réels tels que xo = u + v.

a)
b)

Vérifier que (u +v)3 — 12(u +v) + 16 = w3 + v* + (u + v)(3uv — 12) + 16.

Justifier que si les nombres u et v sont solutions du systéme :
w3 — 127 _ 64
=4 =
{u3 +v3 =-16

alors xp = u + v est solution de (E).

On pose z1 = u® et x5 = v3. Développer I'expression (x — x1)(x — x2) et I'exprimer en
fonction de x, p et q.

Résoudre I’équation du seconde degré 2 + 16z 4 64 = 0.
En déduire que u = /-8 = —2 et v = —2.
Justifier que zp = —4 est une solution de (E).

2) Déterminer a et b deux nombres tels que 2° — 12z + 16 = (x + 4) (22 + ax + b).

4) En déduire les solutions de (E).

)

3) Résoudre 'équation du seconde degré 2 +axr+b=0.
)
)

5) Faire le méme raisonnement avec I’équation du troisieme degré x® — 27z + 54 = 0.

Exercice 10 (ROC). De mémoire, écrire la démonstration de la propriété sur la résolution des équa-
tions du second degré

ar’ +bx+c=0

a partir du calcul du discriminant A.
Indication : Utilisez la forme canonique.
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4 Algorithmique

Exercice 1. Taper le code suivant dans votre calculatrice (nom du fichier : "JEVALPOLY?) :

Casio Texas Instrument

"A":7 L Ad Prompt A

"B .7 L Bd Prompt B

NCH 2 L Cd Prompt C

nY 2 X Zr)cz/n\lgtBXX -
AxXX"2+BxX+C - Fd D>-< tA;zrgklcu

"AX2+BX+C" 1 F 15p

Disp F

1) Essayer le programme et dire ce qu’il fait.
2) En vous aidant du programme précédent comme exemple, écrire un programme (nom du fichier :
"INFOPOLY”) qui demande les coefficients a, b, ¢ et retourne «, § et le discriminant A.

3) Essayer votre programme avec différentes valeurs pour a, b, c.

4) Que se passe-t-il si vous entrez les valeurs suivantes : a =0, b=1et c=17

Exercice 2. Taper le code suivant dans votre calculatrice (nom du ficher : "EST POLY”) :

Casio Texas Instrument
"A":? L Ad Prompt A
"B":?-Bd Prompt B
NCH 2 L Cd Prompt C
If A # 04 It A#0
Else "NON"J Else
IfEnd Disp "NON
End

1) Essayer le programme et dire ce qu’il fait.

2) En vous aidant des programmes précédents, écrire le programme dans la calculatrice qui corres-
pond a lalgorithme suivant :

lire a,b et ¢

Si a est non nul :
Afficher ”OUI”
lire x
f prend la valeur az? + bz + ¢
Afficher f

Sinon :

Afficher "NON”
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Exercice 3. Ecrire un programme (nom du fichier : “RESOUT”) qui demande les coefficients a, b, ¢
et d et retourne les solutions de I’équation du second degré :

ax® +br+c=0

Exercice 4 (*). Ecrire un programme (nom du fichier : “INEQ2DEG”) qui demande les coefficients
a, b, c et d et retourne ’ensemble solution de I'inéquation

ar’ +br+c<d

Exercice 5 (*). (Dépend de I'exercice |8 page [15])
Ecrire un programme (nom du fichier : "SOMMPROD”) qui demande deux nombres S et P et retourne
a et b tels que

a+b =S5

{a b =P

Exercice 6.
1) Soit f la fonction définie sur R par f(z) = 23 — 12z + 16.
a) Calculer f(—10), £(0).
b) Conjecturer le nombre de solutions de 1’équation 23 — 12z + 16 = 0.

2) Un algorithme

Variables : a, b sont des nombres
Entrées : Saisir a, b
Traitement :
Si a > b alors

c prend la valeur b

b prend la valeur a

a prend la valeur c
Fin Si
Si f(b) x f(a) <0 alors

Tant que b—a > 107° faire

Si f(2£) x f(a) <0 alors
atb
2

—_ = =
Mo 2

b prend la valeur
Sinon
a prend la valeur “TH?
Fin Si
Fin Tant que
: Fin Si
18: Sorties : Afficher a et b

a) Que peut-on dire de f(b) et de f(a) lorsque f(b) x f(a) <07

)
b) Que représente atb par rapport a a et b?
)
)

e e e e

2

¢) Programmer cet algorithme.

d) Que se passe-t-il si I'utilisateur entre les valeurs

a=—-10etb=07
a=0etb=107

e) Vérifier que f(—4) =0.
f) Que fait cet algorithme ?
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g) Calculer f(2). Quelle critique peut-on faire au précédent programme ?

Exercice 7. Taper le code suivant dans votre calculatrice :

Casio : Texas Instrument :

"X"ir—X Prompt X

0—1I 0—1I

While I"2 < X While I72 < X

I+1—1 I+1—I

WhileEnd End

If 172 =X If 172 =X

Then I 4 Disp I

Else "ERREUR" Else

IfEnd Disp "ERREUR"
End

1) Tester le programme précédent et expliquer ce qu’il fait.

2) Compléter le schéma suivant ou dans les cercles se trouve la liste des entiers au carré :

)

+1 +3 +5 +7

Que remarque-t-on 7
3) * Montrer qu’en additionnant successivement les entiers impairs, on obtient successivement les

entiers au carré.

4) Quitte & admettre le résultat de la question précédente, écrire un programme qui affiche la liste
des 20 premiers entiers au carré basé sur le schéma de la question 2).

5) Modifier le programme de la question 1 en remplacant le calcul de I? par le calcul de l'en-
tier au carré suivant & l'aide de la technique développée dans la question précédente (nom du
programme : "ESTCARRE”).

Exercice 8. 1) Entrer la liste {5,1, 3,4,2} dans la liste 1 de la calculatrice.

2) Tester le programme suivant :

Casio : Texas Instrument :
Dim List 1—N dim(Lq)—N

List 1[1]—M L1 (1)—M

For 1— I to N For(I,1,N)

If List 1[I]>M If Li(1)>M

Then Then

List 1[I]—M Li(I) —M

IfEnd End

Next End

M 4 Disp M

Essayer le programme et expliquer ce qu’il fait.

3) Modifier le programme suivant pour qu'’il retourne le minimum de la liste Lj.

18
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4) Ecrire un programme qui cherche le minimum de la liste L1 est ’échange avec premier nombre
de la liste.

5) * En déduire un programme qui trie dans 'ordre croissant la liste L.

Exercice 9. On rappelle qu'un entier d est un diviseur d’un entier n si la division de n par d est
entiere.
On dit qu’un nombre n est parfait si la somme de ses diviseurs est égale a 2n.
1) Déterminer la liste des diviseurs de 12. Le nombre 12 est-il parfait ?
2) Vérifier que 6 est parfait.
3) Ecrire un programme qui teste si un entier n est parfait.
)

4) A laide d’un programme, déterminer tous les entiers parfaits inférieurs a 100.

Remarque : Le théoréme d’Fuler, au X VIlle siécle, nous dit qu’un nombre pair est parfait si et seule-
ment s’il s’écrit de la forme suivante 287 1(2F — 1) avec k > 2. Par contre, a ce jour, on ne sait pas
s’il existe des nombres impairs parfaits.
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5 Raisonnements

Exercice 1. Vérifier les égalités

4 _ 3 .3 8_13_ 4
65 20 " 26 3% 6
3 _94 17
14 12

Exercice 2. Simplifier, quand c’est possible, les fractions suivantes :
1) Pour tout réel = # 0, A = Z£.

2) Pour tout réel z, B = 339:"32111.

3) Pour tout réel x # 0, C' = 2””2%

4) Pour tout réel x # =2, D = %ﬁgﬁ)
5) Pour tout réel x # —2, E = $2;f2_6

Exercice 3 (Enigmes mathématiques diaboliques de Sylvain Lhullier).
1) Posonsa=1etb=1.

,

a=1b (1) Evident !

a’>=ab (2) On multiplie par a les deux membres.
a? —b?> =ab— b (3) On retranche b? aux deux membres.
a’?+ab—ab—0b>=0bla—b) (4) On ajoute 0 =ab— ab a gauche et

on met b en facteur & droite.

a(a+0b) —bla+b) =bla—b)
(a+b)(a—0b)=0ba—0)
a+b=">
2=1

2) * Démontrer que quels que soient a et b deux nombres, on a ’égalité (a +b) (a —b) = b(a — b)

si et seulement si a = b ou a = 0.

3) Voici un autre raisonnement faux :

Pour tout  dans R : 22 > 0 (
Pour tout  dans R : Va2 >0 (
(

Pour tout x dans R : x > 0

(5) On effectue deux mises en facteur.
(6) On met en facteur a + b a gauche.
(7) On simplifie.

(8) Et on crie a 'arnaque...

Oui, mais ou ?

1) Résultat bien connu.
2) On applique la racine carrée des deux cotés.

3) On simplifie I’expression.

Ou est Perreur ?

4) Démontrer que pour tout  dans R, 22 + 4z + 4 est positif.

Exercice 4. Résoudre les équations suivantes :

1) 32+5=252-2;
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2) (z—3)—12=3(Zz+21);
3) (z+1)2=2+1;
4) 23 + 522 —Tx = 0.

Exercice 5. Soit f: R — R la fonction polynéme du second degré définie par f(z) = 42> — 12z + 5.
1) Déterminer la forme canonique et la forme factorisée de 422 — 12z + 5.
2) Déterminer les antécédents de —4 par la fonction f.
3) Résoudre f(x) > 5.
)

4) Dresser le tableau de signe de la fonction f.

Exercice 6. On considere ’algorithme suivant :

Variables : a, b et m sont des nombres

Initialisation :

a prend la valeur 1.

b prend la valeur 2.

Traitement :

Tant que b—a > 0.1 faire
m prend la valeur “T*'b
Sim? —2 > 0 alors

b prend la valeur m
Sinon

a prend la valeur m
Fin Si

: Fin Tant que

: Sorties :

. Afficher a

. Afficher b

1) Faire tourner l’algorithme “4 la main” et indiquer ce qu’il affiche en sortie.

e e e e

2) Expliquer ce que calcule cet algorithme.
3) Modifier cet algorithme afin qu’il donne un encadrement de v/3 d’amplitude 1073,

Exercice 7 (Kangourou 2011). Deux lettres différentes représentant des chiffres différents non nuls
et une méme lettre représentant toujours le méme chiffre, quelle est la plus petite valeur entiere de
KxAXNXxGxOxUxRx0OxU
KxOxAxLxA

a) 1 b) 2 c) 3 d) 5 E)7

Exercice 8 (**).

1) Soit a et b deux nombres réels, montrer que 2ab < a? + b% et que 4ab < (a + b)? avec égalité si
et seulement si a = b.

2) En déduire que pour tout réel x > 0, on a = + i > 2, avec égalité si et seulement si x = 1.
Indication : Déterminer a et b deux nombres en fonction de x tels que ab = 1 et permettant
d’utiliser la propriété de la question 1.

3) Montrer que pour tous x, y des nombres réels positifs, /z +y < vz + /Y.

Indication : Poser a = \/x et b= \/y et réécrire linégalité avec a et b.

T+y
1+zy <1

4) Soit z,y dans l'intervalle | — 1; 1[, démontrer que —1 <
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6 Géométrie

Exercice 9.
1) Soit d la droite d’équation 2z — 5y + 5 = 0.

On se place dans le plan muni d’un repere.

a) Est-ce que les points A(0;1), B(5,3) et C(6,2) appartiennent a la droite d?

b) Déterminer le point D de la droite d d’abscisse 2.

c) Déterminer le point E de la droite d d’ordonnée 3.

d) Déterminer un vecteur directeur de la droite d.

2) Soit F(1,2) et B(5,—3) deux points.

a) Déterminer I’équation de la droite de (F'G).

b) Déterminer un vecteur directeur de la droite (F'G).
c) Est-ce que les droites (F'G) et (AB) sont paralléles ?
)

d) Déterminer les coordonnées du point d’intersection M des droites (F'G) et (AB).

Exercice 10. On considere le triangle suivant
dans un repere orthonormé.

,3.

O

,]:-

10

|
|
|
r
1
1
1
|
|
|
|
%
—
1
1
1
L
|
|
|
|
|
1
1
1

| IR
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—3 4

L
f—1
L

_4

1)

Lire les coordonnées des points A, B et C.
Calculer AB?, AC? et BC?.

Démontrer que le triangle ABC' est un tri-
angle rectangle en A.

Déterminer les coordonnées du vecteur Ag.

Que représente ce vecteur pour la droite
(AB)?

Déterminer les coordonnées du vecteur B ,
vecteur directeur de la droite (AC).

Quelle relation y-a-t’il entre les coordonnées
des vecteurs AB et ﬁ ?

Pour I’exercice suivant, on admettra la propriété suivante :

o de coordonnées

x
Propriété : Dans un repere orthonormé, soit 7 un vecteur de coordonnées . Alors le vecteur

est orthogonale au vecteur .

Exercice 11. On considere le triangle suivant dans un repere orthonormé.
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L’objet de cet exercice est de montrer que les médiatrices du triangle ABC sont concourantes en un
point O.

)
2)

Déterminer les coordonnées des points I, J, K milieux de [BC|, [AC] et [AB] respectivement.
On considere la droite d; d’équation y — 2y = 0.
a) Vérifier que la droite d; passe par le point I.

b) Déterminer les coordonnées du vecteur C@ et, a 'aide de la propriété précédente, les coor-

u orthogonal a C@ .

données d’un vecteur
¢) Montrer que H est un vecteur directeur de la droite d;.
d) En déduire que d; est la médiatrice du segment [BC.
On note dy la médiatrice du segment [AC].
a) Déterminer les coordonnées du vecteur 1@ et, a l'aide de la propriété précédente, les coor-
données d'un vecteur v3 orthogonal a ﬁ .
b) En déduire une équation cartésienne de la droite ds.

Soit O(z;y) le point d’intersection des deux médiatrices d; et de. En résolvant un systeme,
montrer que les coordonnées de O sont (4, 2).

Soit d3 la médiatrice ds du segment [AB]

a) Tracer ds sur la figure précédente.

b) Déterminer une équation cartésienne de la droite ds.
Vérifier que le point O appartient aussi a la droite ds.

Conclure.

Exercice 12. On considere les trois droites suivantes :

1)
2)

dy : r—3y+2=0
ds : 3r+y—14=0
ds : dr —2y—2=0

Réprésenter les trois droites.

Quelle est la nature du triangle ainsi formé? Justifier.
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7 Dérivation

Exercice 13 (**). Un automobiliste effectue le trajet aller de Meaux & Strasbourg & la vitesse moyenne
de 120km /h, puis, & cause des embouteillages, le trajet retour a la vitesse moyenne de 100 km /h. Quelle

est sa vitesse moyenne sur 'aller-retour ?

Exercice 14. Déterminer le domaine de dérivabilité et la dérivée des fonctions f suivantes :

1) f(z)=2% — 22 +1;

\)

~
5]

w

— 34,2 _ 2 5.
= 74z 10T + 55

8

o
8

ot
&

EN|
8

o
S

Ne]
&

\/\/\/\/9\/\/\/\/
T e T e

8

/-\/\AA/E:E\/-\/\/-\/\
N N e e N N N N N
|
[\

—_

[\

8

—
(=)

—1.22° + 322 — 4.2122 + 123.1456 ;

Exercice 15. Soit f une fonction définie sur R telle que :

x 012|416
fx) 11-2]-3|-2
Nombre dérivé de fena | -2 |-1] 0 | 1

1) Placer dans un repere les points connus de la courbe représentative de f.

2) Tracer les tangentes en ces points.

3) Donner une allure possible de la courbe représentative de la fonction f.

Exercice 16. Soit f la fonction définie sur R par f(z) = 2 — 822 + 5z et C + sa courbe représentative

dans un repere.

1) Déterminer une équation de la tangente d; & la courbe Cy au point A d’abscisse 5.
2) Déterminer une équation de la tangente da a la courbe Cy au point B d’abscisse 0.
3) Dans un repere, tracer la courbe Cy, d; et da.
)

4) Etudier la position relative de Cy et de ds.

Exercice 17. Pour chaque affirmation, indiquer si elle est vraie ou fausse; justifier.

1) Il existe une infinité de fonctions ayant comme fonction dérivée la fonction constante définie sur

R par f(x) = —b5.

2) Soit f et g les fonctions définies sur R par f(x) = (x — 1)%(x — 2) et g(z) = (z — 2)%*(z — 1). Les
fonctions dérivées de ces deux fonctions sont les mémes.

3) Soit f et g les fonctions définies sur R par f(x) = (z — 1)%(z — 2) et g(x)

(r —2)2%(x—1). 11

existe un nombre réel a pour lequel les nombres dérivés de f et g en a sont les mémes.
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Exercice 18. Soit f la fonction définie sur R par
f(z) = az® 4+ baz® 4 ¢

ou a, b et ¢ sont des nombres réels quelconques tels que a # 0.
Démontrer que, dans un repere, la courbe représentative de la fonction f admet deux tangentes hori-
zontales si et seulement si b est non nul.

Exercice 19. Un sauveteur situé en un point A d’une plage a 5 metres de la mer, souhaite porter
secours a un vacancier situé en un point B en mer a 15 metres du bord. La distance entre le sauveteur
et le vacancier est de 29 metres. Le sauveteur court sur la plage avec une vitesse de 6 m.s~! et il nage

avec une vitesse de 4m.s 1.

Nous allons déterminer le chemin que doit suivre le sauveteur afin de sauver le vacancier le plus
rapidement possible.

1) Quel est 'objectif du sauveteur : minimiser la distance ou minimiser le temps mis pour rejoindre
le vacancier ?

2) Justifier que dans le repere orthonormé précédent, les coordonnées du point A sont (0;5) et celles
de B sont (21;—15).
3) Justifier que le trajet optimal est necessairement composé de deux segments, les segments [AC]
et [CB].
On note x ’abscisse du point C.

4) Calculer le temps mis par le sauveteur pour aller du point A & C' en fonction de la distance AC,
puis en fonction de z.

5) De méme, calculer le temps mis par le sauveteur pour aller du point C' & B en fonction de x.

6) En déduire que le temps T'(x) mis par le sauveteur pour rejoindre le vacancier en suivant le trajet
passant par le point C est égal a

V25 + a2 N Va2 — 42z 4 666

T(x) 5 1

7) L’objet de cette question est de montrer que pour tout x dans l'intervalle ]0; 21],

_ x n x— 21
C6vV25+ 22 422 — 427 + 666

T'(x)
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a) On pose v :]0; 21[— R définie par v(z) = V25 + z2.

i) Soit a dans l'intervalle |0; 21[ et h # 0, calculer le taux d’accroisssement

v(a+ h) —v(a)

a

ii) En déduire que v'(a) = T
b) On considere u :)0; 21[ définie u(z) = 22 — 42z + 666. On pose g :]0; 21[— R définie par
9(x) = vul(z).

i) Exprimer g(z) en fonction de z.

)
ii) Rappeler la dérivée de la fonction racine carrée.
iii) On admetm que la fonction g est dérivable et que

!
/ _u ()
Calculer ¢'(z).
¢) En déduire la dérivée T' de la fonction T'.

8) En revenant a la figure précédente, justifier que

T 21 —x

sin(f]) = ——— et sin(fy) =
(61) 6725 + 22 (62) 4v/22 — 42 + 666

9) En déduire que
sin(@l) _ Sin(eg)
6 4

On admet qu’il existe un unique nombre zy dans 0; 21[ tel que que T"(zg) = 0.

T (x) =

10) Faire une table des valeurs de T'(z) pour z allant de 0 & 21 avec un pas de 0.1. En déduire une
approximation de xg.

11) Conjecturer le tableau de variation de la fonction 7.

12) Justifier que la trajectoire optimale du sauveteur est telle que

sin(f1)  sin(f2)

Cette relation est analogue a la loi de Snell-Descarte en physique sur la trajectoire d’un rayon lumineux.
Plus précisément, Pierre de Fermat proposa que les rayons lumineux répondent & un principe tres
général selon lequel le chemin emprunté par la lumiere pour se rendre d’un point donné a un autre
était celui pour lequel le temps de parcours était minimum. Cette proposition est le principe de Fermat.
De plus, pour un rayon lumineux circulant d’un milieu & un autre, on vient de voir que les sinus des
angles d’incidence et de réfraction divisés par les vitesses dans les deux milieux respectifs doivent étre
égaux (la loi de Snell-Descarte).

1. Ce résultat sera vu I'année prochaine en Terminale.
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8 Corrections

Exercice 20 (exercicepage. 3) Soit x, y dans |—1; 1[. On note que —1 < zy < 1, ainsi 1+zy > 0
et montrer qu’on a 'encadrement :—1 < ffzz’; < 1 équivaut a montrer que —1 —axy <z +y < 1+ zy.
Or, les hypotheses sur x et y entrainent que les nombres 1 —x, 1 +z, 1 — y et 1 + y sont strictement

positifs. En factorisant deux fois dans I’expression suivante, on a

—l—-aoy—z—y=—1—-y—zy+1)=—1+2z)(y+1) <0 = —l-zy<z+y
et de méme,

l+zy—z—y=1-y—z(l—y)=1-2)(1—-y)>0 = r+y<l4uay

27



	Exercices d'approfondissement
	Les fractions
	Développer, factoriser

	Exercices d'approfondissement (corrigé)
	Les fractions
	Développer, factoriser

	Résolution d'équations
	Systèmes linéaires
	Équation du second degré

	Algorithmique
	Raisonnements
	Géométrie
	Dérivation
	Corrections

